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INFLUENCE DE GRADIENTS DE PROPRIETES PHYSIQUES 
EN CONVECTION FORCEE-APPLICATION AU CAS DU TUBE 
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40, avenue du Recteur Pineau, 86Poitiers, France 

(Rep le 5 Nouembre 1973) 

Risumk-On a rksolu, le systeme des kquations des couches limites dynamiques et thermiques dans le 
cas d’un kcoulement incompressible g rtpartition de vitesse initiales linkaire et B faibles gradients de 
prop&t&s physiques variables. La viscositt dynamique et la conductivitt thermique ont tt6 suppostes 
fonction lintaire de la tempkrature. 

Aprks avoir explicit6 les variations relatives des profils de vitesses et de tempkatures rksultant de 
l’existence des proprittks physiques variables, on a prkcist l’exacte dkpendance des variations du 
frottement pariktal et du flux thermique en fonction du nombre de Prandtl et on a donn6 la contribution 
de chaque gradient de prop&t physique. 

On a montr6 ensuite les possibilitks d’utilisation des rksultats thtoriques par une application effect&e 
dans le cas du tube. 

Les rksultats thtoriques obtenus ont ttC cornparks avec ceux d’autres auteurs et vCrifi&s expkrimentale- 
ment pour un kcoulement d’eau dans un tube. 

NOTATIONS 

viscositt dynamique; 
viscositk cinkmatique; 
masse volumique; 
chaleur spkcifique A pression constante; 
conductivitk thermique; 
variations relatives respectivement de la vis- 
cositC et de la conductivitk thermique par “C; 
abscisse longitudinale comptke A partir de la 
naissance de la couche limite thermique; 
distance g la paroi; 
variable de similitude sans dimension; 
composantes de la vitesse au point de coor- 
donnte x, y selon les directions x et y 
respectivement; 
tempbature au point de coordonnke x et y; 
fonction de courant; 
temptrature rtduite; 
fonction de perturbation de f; 
fonction de perturbation de 6; 
frottement a la paroi; 
pente des vitesses longitudinales g la paroi; 
densitk de flux thermique k l’abscisse x; 
flux thermique produit par le tube jusqu’21 
l’abscisse x; 
vitesse moyenne; 
dtbit volume; 
diambtre du tube, R rayon; 

L, longueur de la partie du tube chatike; 

e(x), Cpaisseur locale de d&placement; 
X 1 2, longueur caracttristique; 

Pr, = PC/A, nombre de Prandtl; 

R, = U,D/v, nombre de Reynolds; 
Nu(x), = xQ(x)/d(T, - T,), nombre de Nusselt local; 

Gtz, = & PrR, nombre de Graetz; 
12 

V3 x,=p- 
$@(4)7 = 

I 
9 e-‘t’-‘dt, 

0 

fonction gamma incompkte, p, q nombres 
entiers ou fractionnaires positifs. 

Signification des indices de grandeurs physiques 

* sans dimension; 

a, rep&es en dehors de la couche limite 
thermique; 

0, rep&es en l’absence de propriMs physiques 
variables; 

c, rep&es en tenant compte de l’influence des 
propriMs physiques variables; 

PT prises g la paroi; 
a ou b, en indice reprbentent la valeur de la variable 

rtsultant du gradient de viscositt a ou du 
gradient de conductivitk thermique b. 
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1. INTRODUCTION 

LA RESOLUTION des equations des couches limites 
dynamiques et thermiques en tenant compte de l’in- 
fluence des variations des proprietts physiques est 
considerablement simplifiee pour des Ccoulements in- 
compressible par I’existence de solutions semblables. 

Ainsi, plusieurs auteurs, Schuh [l], Peube [2], 
Seban [3], pour la plaque plane sans gradient de 
pression, puis Poots et Ragget [4,5] purent resoudre 
le systeme complet des equations des couches limites 
avec proprietes physiques variables en exprimant 
numeriquement leurs solutions. 

Cependant, il n’existe pas de resolution, m&me parti- 
culiere, sous la forme de solutions explicites decrivant 
les phenomcnes. 

n, m nombres entiers ou fractionnaires avec: 

‘I = Ayx” (5) 

Ic/ est la fonction de courant definie par Blasius par: 

(6) 

et fi et fi des fonctions de la seule variable v. 
Avec les proprittts physiques variables, on montre 

[2] que les equations (3) et (4) ne peuvent ttre con- 
servkes que si les dtrivees par rapport a 0 des proprietb 
physiques variables ne dependent que de q. On pose 
done: 

II/ = Av,x”+‘f(q) (7) 

Dans cette etude, on r&out, pour un Ccoulement Q = O(r) (8) 
laminaire incompressible, le systbme des equations 
decrivant le phenomtne de convection for&e en sup- 

avec 

posant la viscositt dynamique et la conductivite thermi- A = ~(Kolvo) 
que fonction de la temperature. On s’est place dans le 
cas Clementaire d’un Ccoulement initial de Couette 

oti K. est la pente a la paroi des vitesses longitudinales 

sans gradient de pression et on a explicit6 a I’aide des 
lorsque les proprietes physiques sont supposees con- 

fonctions gamma incompletes les solutions exactes 
stantes. 

trouvees. Puis, on a applique les resultats theoriques 
obtenus au cas du tube et on a effect& une verification 
experimentale. 

2. FORMES DES SOLUTIONS SEMBLABLES 

DES COUCHES LIMITES 

Lorsque les proprietts physiques sont variables, les 
equations des couches limites dynamiques et thermique 
a rboudre en ecoulement permanent incompressible 
et laminaire, sans gradient de pression sont donntes 

(2) 

(1) 

du 2v 
-+-_=o 
2x ?y 

auxquelles il faut ajouter les relations exprimant la 
dependance des proprietes physiques avec la temptra- 
ture: 

v = v(T), 3. = l(T). 

Lorsque les proprietts physiques sont constantes [2], 
les equations (1) et (2) possedent des solutions sem- 
blables de la forme: 

$ = Av,~“+~fdd> A constante (3) 

Q = X”fi(?) (4) 

3. SOLUTIONS EXPLICITES DANS LE CAS 
D’UN ECOULEMENT DE COUETTE SANS 

GRADIENT DE PRESSION 

En introduisant (7) et (8), les bquations (1) et 
deviennent pour n = -l/3 (cas de l’ecoulement 
Couette): 

fff"_G$ff" = v.f"'+!!&.f" 

I r ;la. 1 

(2) 
de 

(9) 

Nous rboudrons le systeme des equations (9) et (10) 
dans le cas des petits .&arts de temperature. Soient 
4 et x les perturbations des fonctions Set g : 

f =f0+4 (11) 

8 = Ho+X (12) 

ohfo et BO, solutions du systeme (9), (10) avec proprietes 
physiques constantes sont donntes par: 

od @(i) est une fonction gamma incomplete definie 
en nomenclature et r(j) une fonction gamma complete. 

Par ailleurs, on admettra que la viscosite et la con- 
ductivitt varient lintairement avec la temptrature: 

p = kn(l+aQ) (13) 

I = I.,(1 +btI) (14) 



En ne conservant que les termes du premier ordre, 
on obtient le systeme (6): 
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Pour les variations relatives du frottement ti la paroi: 

TPC - TPO a 

Pr - = Pr213 +Pr1/3 + 1 (22) 
ZPO 

#” + f&~” - *tjc$’ + $#J = - aK3 e 

-__q) 

9 (1% 

x”+:~+$x’ = -ijPrf&$- b(&,@~+@) (16) 

Od 
3'/3pr'/3 

K3=-- 

m 
(17) 

auquel on associe les conditions aux limites : 

v = 0, 4(O) = 4’(O) = 0, x(O) = 0 

q-a, l#J”(Co) = 0, x(m) = 0. 

La connaissancede la solution gentrale de l’tquation 
(15) sans second membre permet [7], par la mtthode 
de variation des constantes de resoudre completement 
le systtme (15) (16). Les calculs, assez longs donnent 
les rtsultats suivants: 

u--1(0 C#J’ -=- (18) 
uo rl 

(5.C~‘3!$;[z$_@] (19) ‘) 

FIG. 1. Variations relatives des vitesses longitudinales. 
Oi 

+31/3ff[Pr1/3*($) - yl(+)] 

+ $$ [SW - r(i) + H/3 IT(i) -bill} 
#- a& 

Pr-1 { 
-31/3$L($) + 31/3*e(j)Pr1/3 + 3-“‘t] 

[ 7:: ~(3) - r(4) + Pfl’s k(i) - * c:)l] 
I 

(20) 

otiles fonctions y+(q) reprksentent les fonctions gamma 
incompletes definies dans la nomenclature. 

La variation relative u - uo/uo des composantes de 
la vitesse (Figs. 1 et 2) represente en rhlite l’erreur 
rbultante entre le calcul effectuC en considerant les 
proprietes physiques constantes expirimkes 1 l’intini 
et le calcul effectual avec les proprietb physiques 
variables. 

On obtient pour les variations relatives de la pente 
de vitesse: 

r ‘P-IO 6 ‘--- 
m- I 

PI. 0.5 

Pr. 0.2 

&<-Kc Pr213 +Pr’13 
~ = - ~93 + pr1/3 + 1 a 

Ko 
(21) 

FIG. 2. Modifications relatives des profils de vitesses 
transversaux. 
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FIG. 3. Variations relatives des profils de temptratures. 

FIG. 4. Influence du gradient de conductivitk thermique sur 
la repartition du profil de tempkrature. 

et, pour les variations relatives de tempbratures 

(Figs. 3 et 4): 

xa 2PP3 F(Pr, q) __=- 
a00 [ 

- - i(Pr, 
3l’3P(& l90 

03) 1 (23) 

PI 
34/3 e- P ‘I’ 

YW) 31’3YBPr(hJLw~~ 

2 

1 + 31’3YPa-G) I 

2 

I 

pr2,3 

1 31’3YS’(fhP($l 

2 

Yi:‘(+)Y~w 31’3f-(j_)I++(4) 1 -_ 
2.32’3 - I-- Pr413 

q3 
34’3e-P”9 x, 2 

+ 
Yo (3) 

2Pr 
_ 3”3Y~“(3) (Prfp,l)“‘} 

&x#!&_l) 

N) 
~ - 
I@(f) 

l-(S) 1 
-;[l-~]. 

La densite de flux thermique locale est alors: 

I/3 

Q(x) = -&(l +b)(T,-T,) x-“~(&+~I;,,) 

(24) 

(25) 

et, en ntgligeant les termes de second ordre, on deduit: 

Q(x) - Qo(x) 
QoCd 

= 1,966 - (jVui;uo)O (26) 

Oil 

represente la variation relative du nombre de Nusselt 
resultant du gradient de viscositt. 

On constate que la variation relative du flux thermi- 
que due a l’existence du gradient de conduction thermi- 
que est independante du nombre de Prandtl. 

On peut le montrer directement en effectuant le 
changement de variable r = Pr113q [13]. 

Sur la Fig. 5, on a represent6 la variation 

en fonction du nombre de Prandtl et on a mis en 
evidence une limite asymptotique pour Pr + 00 &gale 
B 0,25. 

Les resultats que nous avons obtenus, respective- 
ment, pour les variations relatives du nombre de 
Nusselt, et pour les variations relatives du frottement 
parietal ont et& compares aux resultats obtenus par 
Peube [2] et par Seban [3] (Figs. 6 et 7). Comme on 
devait s’y attendre, &ant don& le pro&de de calcul 
employ&, on constate que lorsque les &carts de tem- 
perature deviennent faibles (v,/v, + l), les rbultats 
obtenus dans notre etude se superposent aux rbultats 
obtenus par ces auteurs. 
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FIG. 5. Influence du gradient de viscositt sur la variation 
relative du nombre de Nusselt en fonction du nombre de 

Prandtl. 

____Paube et Seban 

-Etude prhmte 

0.4 - 

Od- 

q z * a*- 

0.1 - 

2 3 

FIG. 6. Comparison avec les rtsultats obtenus par d’autres 
auteurs, dans le cas de la plaque plane. 

4. APPLICATION THEORIQUE AU TUBE 

4.1. Les hypothPses 
Les rksultats obtenus dans le cas de l’kcoulement de 

Couette peuvent &re appliques a un kcoulement dans 
un tube sous reserve de respecter les hypotheses des 
calculs thtoriques. 

---- PWbe 

_ Etude pr&ente 

FIG. 7. Comparaison avec les resultats obtenus par Peube 
dans le cas de la plaque plane. 

On suppose done: 

(a) Que la couche limite thermique est superposee 
a un Ccoulement initial assimilable a un kcoule- 
ment de Couette sans gradient de pression, ce qui 
amtne a se placer au debut de la longueur de 
developpement de la couche limite thermique, et, 
dans la zone de l’ecoulement dynamique Ctabli, 
suffisamment prb de la paroi. 

(b) Que les &arts de temperature sont faibles. 

4.2. Expressions des oariations relatives de frottement 
et dejux thermique 

En introduisant une tpaisseur de dbplacement locale 
e(x) resultant de l’existence de propribtes physiques 
variables et en supposant le debit du fluide avec les 
proprittes physiques variables Cgal au debit avec les 
propriMs physiques constantes, le calcul des variations 
relatives locales de frottement donne [ 131: 

=P‘ - =Po _ a 

Pr2’3 + Pr1j3 + 1 
+ 344 

TPO R’ 

Afin devaluer l’importance globale de l’effet des 
gradients de proprietts physiques, on a introduit la 
valeur moyenne .Z(xr, x2) de l’epaisseur de dtplacement 
correspondant a une distance x2 -x1 = L oh x2 et x1 
sont deux abscisses prises le long du tube et on a 
calcult l’expression de la variation relative globale du 
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frottement correspondante. On a trouvt [ 131: 

TPc - TPO 

= Pr213 + PF3 + 1 
’ [1+2,35&;y’“] (28) 

Oh 
413 

x:43 = x2 

- $3 

x2-x, 

Le calcul des variations relatives du flux thermique 

donne, avec les msmes hypotheses que pour les 
variations relatives de frottement: 

Q(x) - QoCd 
QoW 

= &:g+g. (29) 
?" 

En calculant les quantitts de chaleur necessaires 

pour maintenir le temperature de paroi constante sur 
une longueur L de tube, on trouve [ 131: 

QW-Q,(L) 
QoW) 

est represent6 sur la Fig. 5. 
Dans le cas de l’eau et pour le tube de rayon egal 

a 0,3 cm utilist pour Ia vtrification experimentale, le 

rapport Q(L) - Q-/Q,(L) correspondant a un &cart 
Tp- T, = 10°C est compris entre 2 pour cent (a 100°C) 

et 10 pour cent (a OT). 

4.3. Les rbultats d’autres auteurs 
Plusieurs auteurs [9-111 ont Ctudie l’influence de 

gradients de proprietes physiques variables dans le cas 
du tube. Mais, les resultats obtenus, souvent tres 
simplifies, sont independants du nombre de Prandtl. 
De plus, aucun auteur ne d&it l’influence du gradient 
de conductivitt thermique. 

Yang [ll] a Ctudit l’effet de la viscosite variable 
dans le cas dun tube pour les valeurs de a comprises 
entre - 0,l et 10 en negligeant les variations des termes 
de quantite de mouvement, ce qui ne peut se concevoir 
qu’aux grands nombres de Prandtl. 

Sur les Figs. 8 et 9, on a represente respectivement 
les variations relatives de frottement pa&al (Fig. 8) 
et les variations relatives de flux thermique (Fig. 9) 
dkduites des rbultats de l’etude de Yang et des 
relations (27) et (30). 

On constate bien, comme on pouvait s’y attendre, 
une superposition des resultats obtenus db que a tend 
vers zero. 

Rkultats obtenus par 

R&Wats de K.T 

x= 0.005 

I’autev 

Yang 

FIG. 8. Comparaison avec les resultats de Yang dans le cas 
de la variation relative de frottement. 

RBsuttats de KT Yang 

Rhttats obtenus par t’autw 
pour Pr - 00 

FIG. 9. Comparaison avec les rbultats de Yang dans le cas 
de la variation relative du flux thermique. 
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-0 6a--d~-*-ci___ 

Courbe thCoriqw 

FIG. 10. Variations relatives moyennes de frottement parittal par unite 
de gradient de viscositt dans un tube. Cas de I’eau. 

FIG. 11, Variation relative de flux thermique par degre dans un tube. 
Cas de I’eau. 

5. VERIFICATION EXPERIMENTALE 

Afin de verifier les rbultats theoriques appliques 
au tube, on a &TectuC la mesure des variations relatives 

de flux thermique et de frottement a la paroi dans le 
cas dun tube chauffe a temperature de paroi constante 
et traverse par un kcoulement laminaire Btabli d’eau. 

Cette verification a nkcessite le respect des hypotheses 

thtoriques Cnoncees [ 131. 
Le tube emit parcouru dans son epaisseur par une 

rigole helicoidale destinee a loger des resistances 

chauffantes. 
Des thermocouples ttaient repartis le long du tube 

Des prises de pression p1 et p2 avaient ttC amenagees 
dans la paroi du tube afin de deduire, a partir du 
gradient de pression longitudinal, la valeur du frotte- 
ment a la paroi par la relation 

On pouvait mesurer les temperatures de l’ecoulement 
a l’aval T, et a l’amont T, afin de d&duke les valeurs 
des flux thermiques par la relation: 

QVJ = pcq,(T,- r’). (31) 

afin de pouvoir controler les temperatures au niveau On a effectut 20 series de mesure h debit constant 

de chacune des resistances chatiantes, et imposer, a et pour un nombre de Prandtl voisin de 13. 

l’aide des resistances, une temperature a la surface Les rbultats experimentaux obtenus en ce qui con- 

interieure du tube sensiblement constante. ceme les variations relatives de frottement parietal 
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(Fig. 10) sont en accord avec les resultats indiques 
par la courbe theorique (27) bien que se situant 
legerement au dessus. Cet Ccart provient du fait que 
Ton a neglige dans l’etude theorique les contributions 
de 2ieme ordre. 

a l’etude d’un grand nombre d’ecoulements et de 
problemes, a condition de se placer suffisamment prb 
de la paroi. 

Pour les resultats exptrimentaux des variations 
relatives de flux thermique (Fig. 1 l), on observe un 

chevauchement des rtsultats experimentaux et de la 

courbe theorique dtfinie par l’equation (30). Toutefois, 
les points de mesure se repartissent a raison de 2/3 de 
leur nombre au-dessus de la courbe theorique et pour 

l/3 au-dessous de la courbe, mettant en evidence une 
position de la courbe experimentale Iegerement au- 
dessus de la courbe theorique comme dans le cas des 
variations relatives de frottement et pour les memes 
raisons. 

6. CONCLUSION 

Les solutions explicites trouvees dans cette etude 
permettent de connaitre les lois de repartition des 
vitesses et des temperatures des couches limites dyna- 
miques et thermiques incompressibles laminaires, 
compte tenu de l’existence de toutes les proprietts 
physiques variables, dans le cas tlementaire d’une re- 

partition lintaire des vitesses initiales. 
On a pu preciser, en particuher, la dependence des 

variations du frottement par&al et du flux thermique 
en fonction du nombre de Prandtl et donner les 
contributions de chaque prop&t physique variable. 

On a ainsi constate que si le frottement parietal Ctait 
affect& seulement par I’existence du gradient de vis- 
cosite, la contribution du gradient de conduction 
thermique Ctant de second ordre, il n’en est pas de 
m?me en ce qui concerne le flux thermique, la con- 
tribution du gradient de conductivite thermique ne 

pouvant pas Etre negligee. 
La concordance des rbultats obtenus avec ceux 

d’autres auteurs a mis en evidence la validite des 
solutions trouvees. L’application experimentale a per- 
mis une verification dans le cas du tube. 

Comme le montre l’application effectuee dans le cas 
du tube, l’hypothtse de linearit& de la repartition des 
vitesses initiales, bien que restrictive, peut contribuer 
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INFLUENCE OF PHYSICAL PROPERTIES OF GRADIENTS IN FORCED CONVECTION- 
APPLICATION IN THE CASE OF THE TUBE 

Abstract-The equations of thermal and dynamic boundary layers have been solved in the case of an 
incompressible flow with linear distribution, for initial speeds and low gradients of variable physical 
properties. The dynamic viscosity and thermal conductivity are assumed to be a linear function of 
temperature. 

After having expressed the relative variations of speed and temperature profiles resulting from 
variable physical properties, the exact dependence of wall friction and thermal flow on Prandtl number 
has been evaluated and the contribution of every physical property gradient has been given. 

The possibilities of using the theoretical results in the practice have been shown in the case of the tube. 
The obtained thermal results have been compared with other results in the literature and experimental 

data for water flow in a tube. 
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DER EINFLUB VON GRADIENTEN DER STOFFEIGENSCHAFTEN 
BE1 ERZWUNGENER KONVEKTION-ANWENDUNG BEIM ROHR 

Zusammenfassung-Die Gleichungen der Stromungs- und Temperaturgrenzschichten werden fur den 
Fall inkompressibler Stromung mit linearer Anfangsgeschwindigkeitsverteilung und kleinen Gradienten 
der variablen Stoffeigenschaften gel&t. Die dynamische Viskositat und die Warmeleitfahigkeit wurden 
als hneare Temperaturfunktion berticksichtigt. Mit der Angabe der von den variablen Stoffeigenschaften 
herrtihrenden relativen Anderungen der Geschwindigkeits- und Temperaturprofile wurde die genaue 
Abhlngigkeit der Anderung der Wandreibung und des Warmestroms von der Prandtl-Zahl festgelegt 
und die Verteilung eines jeden Gradienten der Stoffeigenschaft ausgedrtickt. Sodann wurden die 
Anwendungsmoglichkeiten der theoretischen Ergebnisse im Fall eines Rohres gezeigt. 

Die erzielten Ergebnisse wurden mit denen anderer Autoren verglichen und experimenteh fir eine 
Wasserstromung im Rohr nachgepriift. 

95 

BJIMIlHME IIEPEMEHHbIX @M3M’IECKMX CBOfiCTB IIPM BbIHYxflEHHOH 
KOHBEKI_(MM IIPMMEHMTEJIbHO K TPYEAM 

AmroTaqHn- ~CWeHaCHCTeMaypaBHeHH~ LlJlRLlAHaMHYeCKO~O I4 TCIIJlOBOI'O IIOI-paHWiHblX CJlOCB B 

CJtyWle Te'leHAR HeCXWMaeMOti XCHRKOCTU C JIHHeiiHblM paCIIpefleJleHL4CM HaYaJtbHblX CKOpOCTefi W 

He60JIbLUHMH A3MeHeHkiRMH ~H3A'leCKHX CBOkTB. ~peRlTOiGiraeTCSl,YTO AWHaMWieCKaR B113KOCTb W 

TetIJlOllpOBO~HOCTb5IBJl~tOTC~JlLiHe2iHblMki (t)yHKUHIIMW TeMnepaTypbl. 

M3 OTHOCHTe~bHblX H3MeHeHHii IlpO&iJlefi CKOpOCTH H TeMnepaTypbl, 06yCnOBneHHblX IIepe- 

MeHHblMH &iSW'leCKHMH CBOtiCTBaMH, BblRBJleHO BJlUILHAe KB)KAOrO H3 HAX R yCTaHOBJleHa TOYHBR 

3aBWCWMOCTb BeJIHYHHbl TpeHHIl HaCTeHKC H TCnJlOBOrO nOTOKa OT 'IHCJla npaHflTJIH. 

,@IEe yKa3aHbl BOJMOxHOCTH HCFIOJlbJOBaHHR TeOpeTWIeCKHX pe3yJIbTaTOB IIpHMeHHTeJlbHO K 

Te'leHHIlM B Tpy6e. 

nOJly'IeHHble pC3yJlbTaTblLWl T’XIJlOBOrO IlOTOKa CpaBHHBaWTCSl C naHHblMU DpyrHX aBTOpOB U 

3KClIepRMeHTWlbHO IlpOBepeHbl HaIlpRMepC Te'ieHMR BOnblBTpy6e. 


