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Résumé—On a résolu, le systéme des équations des couches limites dynamiques et thermiques dans le
cas d’un écoulement incompressible 4 répartition de vitesse initiales linéaire et & faibles gradients de
propriétés physiques variables. La viscosité dynamique et la conductivité thermique ont été supposées

y:
r’7
u,v,

fonction linéaire de la température.

Aprés avoir explicité les variations relatives des profils de vitesses et de températures résultant de
I'existence des propriétés physiques variables, on a précisé I’exacte dépendance des variations du

frottement pariétal et du flux thermique en fonction du nombre de Prandtl et on a donné la contribution
de chaque gradient de propriété physique.

On a montré ensuite les possibilités d’utilisation des résultats théoriques par une application effectuée

dans le cas du tube.

Les résultats théoriques obtenus ont été comparés avec ceux d’autres auteurs et vérifiés expérimentale-
ment pour un écoulement d’eau dans un tube.

NOTATIONS
viscosité dynamique;
viscosité cinématique;
masse volumique;
chaleur spécifique a pression constante;
conductivité thermique;
variations relatives respectivement de la vis-
cosité et de la conductivité thermique par °C;
abscisse longitudinale comptée & partir de la
naissance de la couche limite thermique;
distance 2 la paroi;
variable de similitude sans dimension;
composantes de la vitesse au point de coor-
donnée x, y selon les directions x et y
respectivement;
température au point de coordonnée x et y;
fonction de courant;
température réduite;
fonction de perturbation de f;
fonction de perturbation de 6;
frottement a la paroi;
pente des vitesses longitudinales a la paroi;
densité de flux thermique a I’abscisse x;
flux thermique produit par le tube jusqu’a
'abscisse x;
vitesse moyenne;
débit volume;
diametre du tube, R rayon;
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L,
e(x),
X 12,
Pr,

R,
Nu(x),

Gtz,

p’
aoub,

longueur de la partie du tube chauffée;
épaisseur locale de déplacement;

longueur caractéristique;

= uC/A, nombre de Prandtl;

= U,D/v, nombre de Reynolds;

= xQ(x)/A(T, — T,), nombre de Nusselt local;

D
= — PrR, nombre de Graetz;
X 12

3
Xp=P?9‘
= e 'tide,
0

fonction gamma incompléte, p, ¢ nombres
entiers ou fractionnaires positifs.

Signification des indices de grandeurs physiques

sans dimension;

repérées en dehors de la couche limite
thermique;

repérées en I'absence de propriétés physiques
variables;

repérées en tenant compte de l'influence des
propriétés physiques variables;

prises a la paroi;

en indice représentent la valeur de la variable
résultant du gradient de viscosité a ou du
gradient de conductivité thermique b.
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1. INTRODUCTION

LA RESOLUTION des équations des couches limites
dynamiques et thermiques en tenant compte de !'in-
fluence des variations des propriétés physiques est
considérablement simplifiée pour des écoulements in-
compressible par I'existence de solutions semblables.

Ainsi, plusieurs auteurs, Schuh [1], Peube [2],
Seban [3], pour la plaque plane sans gradient de
pression, puis Poots et Ragget [4, 5] purent résoudre
le systéme complet des équations des couches limites
avec propriétés physiques variables en exprimant
numériquement leurs solutions.

Cependant, il n’existe pas de résolution, méme parti-
culiére, sous la forme de solutions explicites décrivant
les phénoménes.

Dans cette étude, on résout, pour un écoulement
laminaire incompressible, le systéme des équations
décrivant le phénoméne de convection forcée en sup-
posant la viscosité dynamique et la conductivité thermi-
que fonction de la température. On s’est placé dans le
cas élémentaire d’un écoulement initial de Couette
sans gradient de pression et on a explicité a I'aide des
fonctions gamma incomplétes les solutions exactes
trouvées. Puis, on a appliqué les résultats théoriques
obtenus au cas du tube et on a effectué une vérification
expérimentale.

2. FORMES DES SOLUTIONS SEMBLABLES
DES COUCHES LIMITES
Lorsque les propriétés physiques sont variables, les
équations des couches limites dynamiques et thermique
a résoudre en écoulement permanent incompressible
et laminaire, sans gradient de pression sont données

par:
du cu @ f Cu
u‘+UT=T<VT) 1
ox dy dy\ 0Oy

or or 1 ¢ (. éT
U=+ —=———| A — (2)
Ox dy PCéy\ oy
fu +€v _0
éx  dy

auxquelles il faut ajouter les relations exprimant la
dépendance des propriétés physiques avec la tempéra-
ture:

v=v(T), A=AT).

Lorsque les propriétés physiques sont constantes [2],
les équations (1) et (2) possédent des solutions sem-
blables de la forme:

¥ = Av,x""fi(n),
0 = x"f2(n) “

A constante 3)

n, m nombres entiers ou fractionnaires avec:

n=Ayx" 5)
¥ est la fonction de courant definie par Blasius par:
oy oy
=-—, = —— 6
! dy v Ox ©

et f; et f, des fonctions de la seule variable .

Avec les propriétés physiques variables, on montre
[2] que les équations (3) et (4) ne peuvent étre con-
servées que si les dérivées par rapport 4 f des propriétés
physiques variables ne dépendent que de #. On pose
donc:

Y = Avex""f(n) 7
=0 ®)

avec

A= \3/(K0/Vo)

ou K, est la pente a la paroi des vitesses longitudinales
lorsque les propriétés physiques sont supposées con-
stantes.

3. SOLUTIONS EXPLICITES DANS LE CAS
D’UN ECOULEMENT DE COUETTE SANS
GRADIENT DE PRESSION
En introduisant (7) et (8), les équations (1) et (2)
deviennent pour n= —1/3 (cas de Pécoulement de
Couette):

*

0
L =3 = v f" + % of" ©)

1 OAs
_2 = 1 72
$C.00 = —— [,10,,0 +320 } (10)

@

Nous résoudrons le systéme des équations (9) et (10)
dans le cas des petits écarts de température. Soient
¢ et y les perturbations des fonctions fet g:

f=lotd
0= 00+X

(11)
(12)

oufy et 8, solutions du systéme (9), (10) avec propriétés
physiques constantes sont données par:

2 Xpr(l
n 78 (3)
fO = 2 3 00 - l—.(%_)

ou y&#(4) est une fonction gamma incompléte définie

en nomenclature et I'($) une fonction gamma compléte.
Par ailleurs, on admettra que la viscosité et la con-

ductivité varient linéairement avec la température:

(13)
(14)

B = fin(1+ab)
A=A,(1+b0)
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En ne conservant que les termes du premier ordre,
on obtient le systéme (6):

Pr
-n
¢ +in’¢" ~3ng' +4¢ = —aKse ° (15)
A +3Pr*y = —%Prbod — b(Be05+605)  (16)
Oﬁ 31/3Pr1/3
Kk=-"—"— 17

auquel on associe les conditions aux limites:

$0)=¢'0)=0, x0)=0
¢"(0) =0,  z(00)=0.

n=0,
n — o0,

La connaissancede la solution générale de 'équation
(15) sans second membre permet [7], par la méthode
de variation des constantes de resoudre complétement
le systéme (15), (16). Les calculs, assez longs donnent
les résultats suivants:

u—uy =£é: (18)
Uo n
2 —
<K_x>1/3 V—10g - 1[29__¢1] (19)
Vo Ug 3

ou

aK; 3 _?”3 ";_3
*= i {5 [e —°
3P @) - )

2
52 b - T+ P2 [ -]

aK3

¢/ = H__l_{_31/3,y6{1(§)+ 31/3%;,(%)1)’.1/3 + 3—1/3”

(8@ —T @)+ Pre [Td) — 5G] } (20)

oules fonctions y%(q) représentent les fonctions gamma
incomplétes définies dans la nomenglature.

La variation relative u—u,/u, des cofmposantes de
la vitesse (Figs. 1 et 2) représente en réalité l'erreur
résultante entre le calcul effectué en considerant les
propriétés physiques constantes expirimées a Pinfini
et le calcul effectué avec les propriétés physiques
variables.

On obtient pour les variations relatives de la pente
de vitesse:

KPc_KO _ Pr2/3 +Pr1/3
K,  PABpAR{l"

1)

Pour les variations relatives du frottement 4 la paroi:

Tp

c—rp a

T PP

0

(22)

Tp

(1]

Fi1G. 1. Variations relatives des vitesses longitudinales.

05—

Prs0,2

F1G. 2. Modifications relatives des profils de vitesses
transversaux.
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F1G. 4. Influence du gradient de conductivité thermique sur
la répartition du profil de température.

et, pour les variations relatives de températures
(Figs. 3 et 4):

5/3 )
ta _ 2P [F(P—r’")—F(Pr, oo)} (23)

a8y 33| 6,
ou
FPrm = N L N
P B 2pr 2T
Xpr
+ [[y'z G

Pr
-
C3*e 0 @) 3@ ()

2
@)

+ 313y e (G
2

3pE T 1
A T =

S EyEm @) 3PTEyEr@)] 1
S22 Pr®
3413 e‘f’"g 73 3132 (Pr+1)13

T TR
X _ ""'(:r)(l"() 1>
b T \i"@)

21/3 1—*(1)

_ Xopr(2 _ 2
R ]

S[. va@
"3[1_ r(%)]' 24

La densité de flux thermique locale est alors:

K 1/3
Q)= —A(1+b)(T,— T. )<v ) x 1B+ 0, (25)
0

et, en négligeant les termes de second ordre, on deduit:

Q(x) = Qolx) Nu,— Nug
2l 20— 1,596h — | ——°
. Qo(x) ’ b < Nu, >a 29
ou
Nu.—Nuo\ 2Pr33 F(Pr, o)
< Nuo >a‘ 31°12(d) @

représente la variation relative du nombre de Nusselt
resultant du gradient de viscositeé.

On constate que la variation relative du flux thermi-
que due al'existence du gradient de conduction thermi-
que est indépendante du nombre de Prandtl.

On peut le montrer directement en effectuant le
changement de variable ¢ = Pr'/y [13].

Sur la Fig. 5, on a representé la variation

Nu,— Nuy [Nu],
< Nug )a " aNu,
en fonction du nombre de Prandtl et on a mis en
évidence une limite asymptotique pour Pr —» co égale
a0,25.

Les résultats que nous avons obtenus, respective-
ment, pour les variations relatives du nombre de
Nusselt, et pour les variations relatives du frottement
parietal ont été comparés aux résultats obtenus par
Peube [2] et par Seban [3] (Figs. 6 et 7). Comme on
devait s’y attendre, étant donné le procédé de calcul
employé, on constate que lorsque les écarts de tem-
pérature deviennent faibles (v,/v, — 1), les résultats

obtenus dans notre étude se superposent aux résultats
obtenus par ces auteurs.
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Limite asymptotique

v a
oM (),

Pr

Fi1G. 5. Influence du gradient de viscosité sur la variation
relative du nombre de Nusselt en fonction du nombre de
Prandtl.

— -~ . Peube et Seban
—— Etude présente

Yo
Yo

F1G. 6. Comparison avec les résultats obtenus par d’autres
auteurs, dans le cas de la plaque plane.

4. APPLICATION THEORIQUE AU TUBE
4.1. Les hypothéses
Les résultats obtenus dans le cas de 'écoulement de
Couette peuvent étre appliqués a un écoulement dans
un tube sous réserve de respecter les hypothéses des
calculs théoriques.

—_—__ Peube
———— Etude présente

Yo
Yo

Fi1G. 7. Comparaison avec les résultats obtenus par Peube
dans le cas de la plaque plane.

On suppose donc:

(a) Que la couche limite thermique est superposée
4 un écoulement initial assimilable a un écoule-
ment de Couette sans gradient de pression, ce qui
amene a se placer au début de la longueur de
développement de la couche limite thermique, et,
dans la zone de ’écoulement dynamique établi,
suffisamment prés de la paroi.

(b) Que les écarts de température sont faibles.

4.2. Expressions des variations relatives de frottement
et de flux thermique
En introduisant une épaisseur de déplacement locale
e(x) résultant de I'éxistence de propriétés physiques
variables et en supposant le débit du fluide avec les
propriétés physiques variables égal au débit avec les
propriétés physiques constantes, le calcul des variations
relatives locales de frottement donne [13]:
T

— TPo a 36()()

Pc — +
o  PrPP+Pr*y+1 R

Tp

Afin d’évaluer I'importance globale de l'effet des
gradients de propriétés physiques, on a introduit la
valeur moyenne &(x,, x,) de I'’épaisseur de déplacement
correspondant & une distance x, —x; = L ol x; €t x;
sont deux abscisses prises le long du tube et on a
calculé I'expression de la variation relative globale du
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frottement correspondante. On a trouvé [13]:

Tp. " Tpo
TPO
1 X12 Pr 13
= | 14235 =5 — 28
Pr2/3+Pr”3+1|: (D R> @8)
ou
xip =t
X2— Xy

Le calcul des variations relatives du flux thermique
donne, avec les mémes hypothéses que pour les
variations relatives de frottement:

QM) —Qolx) _, o) %
Qolx) R 9’0,,
En calculant les quantités de chaleur nécessaires

pour maintenir le température de paroi constante sur
une longueur L de tube, on trouve [13]:

b —

(29

Q(L)~ Qo(L)
Qo(L)
Nu,— Nug 0,78 Pr¥3Gez 113
= 1,596b— - 30
,396b al:( Nug ),, Pra3 4 pri3 41 (30)
ou

Nu,— Nug
( aNug )a

est representé sur la Fig. 5.

Dans le cas de I’eau et pour le tube de rayon égal
4 0,3 cm utilisé pour Ja vérification expérimentale, le
rapport Q(L) — §o(L)/Q0(L) correspondant & un écart
T,— T,, = 10°C est compris entre 2 pour cent (a 100°C)
et 10 pour cent (a 0°C).

4.3. Les résultats d’autres auteurs

Plusieurs auteurs [9-11] ont étudié I'influence de
gradients de propriétés physiques variables dans le cas
du tube. Mais, les résultats obtenus, souvent trés
simplifiés, sont indépendants du nombre de Prandtl.
De plus, aucun auteur ne décrit 'influence du gradient
de conductivité thermique.

Yang [11] a étudié V'effet de la viscosité variable
dans le cas d’un tube pour les valeurs de a comprises
entre —0,1 et 10 en négligeant les variations des termes
de quantité de mouvement, ce qui ne peut se concevoir
gu'aux grands nombres de Prandtl.

Sur les Figs. 8 et 9, on a représenté respectivement
les variations relatives de frottement pariétal (Fig. 8)
et les variations relatives de flux thermique (Fig.9)
déduites des résultats de I’étude de Yang et des
relations (27) et (30).

On constate bien, comme on pouvait s’y attendre,
une superposition des résultats obtenus dés que a tend
vers z€ro.

Résultats obtenus par I‘auteur

Résuitats de KT Yong

Fi1G. 8. Comparaison avec les résultats de Yang dans le cas
de la variation relative de frottement.

Résultats de KT Yang

Résuitats obtenus par I'auteur
pour Pr —=

T T T

*=0,0045

TTrrrr oo

o

rrrrrrrrrrrrrr LA
T [ T

o

n

F1G. 9. Comparaison avec les résultats de Yang dans le cas
de la variation relative du flux thermique.
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FiG. 10. Variations relatives moyennes de frottement pariétal par unité
de gradient de viscosité dans un tube. Cas de I'eau.
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Fi1G. 11. Variation relative de flux thermique par degré dans un tube.
Cas de I'eau.

5. VERIFICATION

10N EXPERIMENTALE

Afin de vérifier les résultats théoriques appliqués
au tube, on a éffectué la mésure des variations relatives
de flux thermique et de frottement a la paroi dans le
cas d’un tube chauffé a température de paroi constante
et traversé par un écoulement laminaire établi d’eau.
Cette vérification a nécessité le respect des hypothéses
théoriques énoncées [13].

Le tube était parcouru dans son épaisseur par une
rigole hélicoidale destinée & loger des résistances
chauffantes.

Des thermocouples étaient répartis le long du tube
afin de pouvoir contrdler les températures au niveau
de chacune des résistances chauffantes, et imposer, a
I'aide des résistances, une température a la surface
intérieure du tube sensiblement constante.

3

dans la paroi du tube afin de déduire, a partir du
gradient de pression longitudinal, la valeur du frotte-
ment a la paroi par la relation

_ Rp,—p
»r T = -

N ZXx 2— Xy
On pouvait mésurer les températures de I’écoulement
Paval T, et & l'amont T, afin de déduire |

des flux thermiques par la relation:

A
a

On a effectué 20 séries de mésure a débit constant
et pour un nombre de Prandtl voisin de 13.

Les résultats expérimentaux obtenus en ce qui con-
cerne les variations relatives de frottement pariétal
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(Fig. 10) sont en accord avec les résultats indiqués
par la courbe théorique (27) bien que se situant
légérement au dessus. Cet écart provient du fait que
I'on a négligé dans 'étude théorique les contributions
de 2iéme ordre.

Pour les résultats expérimentaux des variations
relatives de flux thermique (Fig. 11), on observe un
chevauchement des résultats expérimentaux et de la
courbe théorique définie par I'équation (30). Toutefois,
les points de mésure se répartissent a raison de 2/3 de
leur nombre au-dessus de la courbe théorique et pour
1/3 au-dessous de la courbe, mettant en évidence une
position de la courbe expérimentale légérement au-
dessus de la courbe théorique comme dans le cas des
variations relatives de frottement et pour les mémes
raisons.

6. CONCLUSION

Les solutions explicites trouvées dans cette étude
permettent de connaitre les lois de répartition des
vitesses et des températures des couches limites dyna-
miques et thermiques incompressibles laminaires,
compte tenu de l'existence de toutes les propriétés
physiques variables, dans le cas élémentaire d’une ré-
partition linéaire des vitesses initiales.

On a pu préciser, en particulier, la dépendence des
variations du frottement pariétal et du flux thermique
en fonction du nombre de Prandtl et donner les
contributions de chaque propriété physique variable.

On a ainsi constaté que si le frottement pariétal était
affecté seulement par I'existence du gradient de vis-
cosité, la contribution du gradient de conduction
thermique étant de second ordre, il n’en est pas de
méme en ce qui concerne le flux thermique, la con-
tribution du gradient de conductivité thermique ne
pouvant pas étre négligée.

La concordance des résultats obtenus avec ceux
d’autres auteurs a mis en évidence la validité des
solutions trouvées. L’application expérimentale a per-
mis une vérification dans le cas du tube.

Comme le montre Papplication effectuée dans le cas
du tube, ’hypothése de linéarité de la répartition des
vitesses initiales, bien que restrictive, peut contribuer

a l'étude d’'un grand nombre d’écoulements et de
problémes, a condition de se placer suffisamment prés
de la paroi.
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INFLUENCE OF PHYSICAL PROPERTIES OF GRADIENTS IN FORCED CONVECTION—
APPLICATION IN THE CASE OF THE TUBE

Abstract—The equations of thermal and dynamic boundary layers have been solved in the case of an
incompressible flow with linear distribution, for initial speeds and low gradients of variable physical
properties. The dynamic viscosity and thermal conductivity are assumed to be a linear function of

temperature.

After having expressed the relative variations of speed and temperature profiles resulting from
variable physical properties, the exact dependence of wall friction and thermal flow on Prandtl number
has been evaluated and the contribution of every physical property gradient has been given.

The possibilities of using the theoretical results in the practice have been shown in the case of the tube.

The obtained thermal results have been compared with other results in the literature and experimental

data for water flow in a tube.
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DER EINFLUB VON GRADIENTEN DER STOFFEIGENSCHAFTEN
BEI ERZWUNGENER KONVEKTION—ANWENDUNG BEIM ROHR

Zusammenfassung—Die Gleichungen der Stromungs- und Temperaturgrenzschichten werden fiir den
Fall inkompressibler Stromung mit linearer Anfangsgeschwindigkeitsverteilung und kleinen Gradienten
der variablen Stoffeigenschaften geldst. Die dynamische Viskositdt und die Warmeleitfahigkeit wurden
als lineare Temperaturfunktion beriicksichtigt. Mit der Angabe der von den variablen Stoffeigenschaften
herrithrenden relativen Anderungen der Geschwindigkeits- und Temperaturprofile wurde die genaue
Abhingigkeit der Anderung der Wandreibung und des Wiarmestroms von der Prandtl-Zahl festgelegt
und die Verteilung eines jeden Gradienten der Stoffeigenschaft ausgedriickt. Sodann wurden die
Anwendungsmoglichkeiten der theoretischen Ergebnisse im Fall eines Rohres gezeigt.

Die erzielten Ergebnisse wurden mit denen anderer Autoren verglichen und experimentell fiir eine

Wasserstromung im Rohr nachgepriift.

BJIMAHUE NMEPEMEHHBIX ®U3NYECKNX CBOMUCTB IPU BLIHYXIEHHON
KOHBEKLIUHA IMPUMEHUTEJNBHO K TPYBAM
AnnoTaumst — PelueHa cucteMa ypaBHEHHIR [T AMHAMWYECKOTO M TEIJIOBOT'O [OIPAHHYHbIX CITOEB B
cltyyae TeYeHHMs HECHHMAEMOH XHMAKOCTH C JIMHEHHBIM pachpeleneHUeM HayallbHbIX ckopocTell H
HeOOoNBIIMMH M3IMeHEHUAMH (u3nueckux cBOMCTB. TpeanonaraeTcs, YTO AMHAMHYECKAS BA3KOCTb H
TEIIONPOBOAHOCTb ABJSAIOTCA NHHEHHLIMH DYHKUMSIMH TEMNEpaTyphl.

W3 OTHOCHUTENMBHLIX M3MEHEHHH NPOQUIEH CKOPOCTH W TeMnepaTypbi, OOYCAOBAEHHBIX TEpe-
MEHHBIMH (U3IMYECKAMMU CBOINCTBAMU, BbIABJICHO BIHSAHME KaXIOTO U3 HUX M YCTAHOBJEHA TOYHAS
32aBUCUMOCTb BEJTMYHHbI TPEHUS HAa CTEHKE M TEMIOBOTrO MOTOKA OT yucia IMpauarns.

Harnee yka3aHbl BO3MOXHOCTH HCIIOJIb30BAHUS TEOPETHUYECKHX DE3Y/IbTATOB MPHMEHUTENIbHO K
Te4eHUsIM B TpyOe.

MonyuenHbie pe3ynbTaThl AN TEIUIOBOTO [I0TOKA CPABHHUBAIOTCS C JAHHbIMH APYIHX aBTOPOB M
IKCMIEPHMEHTAIBHO NMPOBEPEHBI HA TIPUMEPE Te4YEHUs BOIbI B TPyOe.
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